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Automaten mit e-Ubergingen

Motivierendes Beispiel:

e-Uberginge

0,1 0,1

/0,10

C €,+,— C @

AN

Ein endlicher Automat mit e-Ubergingen (e-NEA)
ist definiert wie ein NEA, nur mit

» Ubergangsfunktion 5: Q x (ZU{e}) — 29

Im Beispiel: d(qo, €) ={q1}

e-NEA sind eine weitere Verallgemeinerung von NEA, bei denen von einigen
Zustanden aus spontan, also ohne ein Symbol der Eingabe zu verbrauchen, in
einen (oder mehrere) andere Zusténde iibergegangen werden kann.

In der Formalisierung stellt man dies dar, indem die Ubergangsfunktion anstelle

eines Symbols auch € als zweites Argument erlaubt. 6(q,€) = {q1,..., gk}
bedeutet dann, dass der Automat vom Zustand g spontan in einen der
Zustinde g1, ..., gx wechseln kann.

Jeder NEA kann auch als e-NEA aufgefasst werden, bei dem fiir jeden Zustand
q gilt (g, €) = 0, der also einfach keine e-Uberginge erlaubt.

Im motivierenden Beispiel kann der Automat, der binare floating-point
Konstanten erkennt, vom Anfangszustand entweder ein Vorzeichen lesen, oder
ohne eines zu lesen mit € in den Folgezustand iibergehen.
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Hillenbildung

e-Uberginge

Sei A= (Q,Z%,0,qo, F) ein e-NEA.
Fir P C Q ist die e-Hiille(P) induktiv definiert durch:
» P C e-Hiille(P)

» Ist p € e-Hiille(P) und g € §(p, €),
dann ist g € e-Hiille(P).

Die e-Hiille einer Menge P von Zustanden ist die Menge der Zustande, die von
P aus nur mit epsilon-Ubergiangen erreicht werden kdnnen.
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Erweiterte Ubergangsfunktion

e-Uberginge

Wie beim DEA wird die Ubergangsfunktion & auf Z* erweitert:

S Q x I* — 29 ist induktiv definiert durch

d(q,€) = e-Hiille({q})
5(q,wa) = e—HUIIe( U 5(q’, a))
q’€d(q,w)

Die Definition der erweiterten Ubergangsfunktion B ist analog zu der beim
NEA. Es muss nur beriicksichtigt werden, dass zwischen den Ubergingen, bei
denen Symbole gelesen werden, noch jeweils beiebig viele e-Uberginge
stattfinden kénnen.

Daher wird am Anfang bei der Definition von /S(q, €) und beim Schritt in der
induktiven Definition noch die e-Hiille gebildet.
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Beispiel

e-Uberginge

Berechne 8( qq, ab):

8(qo, €) = e-Hiille({qo)) = {q0, 1, 92, 93}
8(qo, a) = e-Hiille({q4}) = {qa, q7}
8(qo, ab) = e-Hiille({gs, g10}) = {9, 99, 910, G11}

Im Beispiel sind die Zustinde von links unten nach rechts oben zeilenweise
durchnummeriert.
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Teilmengenkonstruktion
Sei AE = (QE,Z,éE,qO, FE) ein e-NEA.

Definiere daraus einen DEA Ap mit
e-Uberginge

» Zustinden Qp = 2.

> fir S € Qp, also § C Qg, und a € L ist

5p(S, a) = e—HUIIe( U 6E(q,a))

qges

> Anfangszustand ist gp := e-Hiille({qo})

» Endzustande in Fp sind Mengen S mit

SﬂFE#(Z)

Die Teilmengenkonstruktion ist vollkommen analog zu der fiir NEA. Damit der
DEA Ap die Ablaufe des e-NEA simulieren kann, die ja nach der obigen
Definition e-Uberginge enthalten kénnen, muss beim Anfangszustand und bei
den Ubergingen von Ap jeweils die e-Hiille gebildet werden.
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Beweis der Aquivalenz

Theorem
Sei AE — (QN)Z)éN)qO) FN) ein €'NEA1

und Ap = (Qp, L, dp, qp, Fp) der mit der Teilmengenkonstruktion
gewonnene DEA.

Dann ist L(Ap) = L(AE).

e-Uberginge

Lemma
Seien Ag und Ap wie oben. Es gilt fiir alle w € L*:

AN

5o(qp, w) =0e(qo, w)

Beweis des Theorems:

w e L(Ag) gdw. /SE(qo, w)N Fe #£ 0 Akzeptanzbedingung von Ag
gdw. Op(gp,w)N Fe#® nach dem Lemma
gdw. dp(gp,w) € Fp Definition von Fp
gdw. w € L(Ap) Akzeptanzbedingung von Ap

Beweis des Lemmas durch Induktion nach |w|:
Induktionsanfang: fiir w = € ist laut Definition der Funktionen o:

e

do(gp, €)= qp = e-Hiille({qo}) = d&( qo, €)

Induktionsschritt: fiir w = va gilt

So(gp,va) = 6o(8p(gp,v), a) nach Definition von &p
= 5p(de(qo,v), a) nach Induktionshypothese
= e-HUIIe( U 5E(q,a)) nach Definition von dp
q€8£(q0,v)

= /SE( Go, va) nach Definition von g




Ubersicht

Regulare Ausdriicke

Definition

NEA aus regularem Ausdruck
Regularer Ausdruck aus DEA

Anwendung
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Regulére Ausdriicke
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Regulére Ausdriicke
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Operationen auf Sprachen

Fiir Sprachen L, L’ C X* definiere:

L-L’ ::{u-v;ueLundveL’} Definition

Die Kleenesche Hiille L* einer Sprache L C X* ist definiert:

L0:={e}
LH—l — Li L
L=
i>0

L* ist die Menge aller Worter der Form w = vy ... v,

mit v; € L fiir alle /.

Die Konkatenation zweier Sprachen ist, dahnlich wie z.B. in der Analysis die
Summe zweier Funktionen, punktweise definiert.

Die Kleenesche Hiille ist benannt nach Stephen Cole Kleene, einem Pionier der
Mathematischen Logik und Theoretischen Informatik, der in den 50er Jahren
die Entwicklung der Theorie von Automaten und formalen Sprachen
entscheidend mitgepragt hat.
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Kleene'sche Hiulle

Beispiel:

L — {01 y 110} Definition

L*={e, 01,110, 0101, 01110, 11001, 010101, 110110,
0101110, 0111001, 1100101, 01010101, ... }

Eigenschaften:

> 0 ={e}
> {e}" ={€}

» L* ist unendlich, auBer in diesen 2 Fallen

Weiterhin gilt L C L* und die Monotonie-Eigenschaft: wenn A C B ist, dann
auch A* C B*. Zusammen mit der ersten Eigenschaft auf der Folie bedeutet
dies, dass die Kleenesche Hiille ein Hiilloperator im mathematischen Sinne ist.
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Regulare Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke und ihre Sprachen sind induktiv definiert:

» Konstanten € und () sind reguldre Ausdriicke, i
mit L(e) ={e}und L(D) =10

» Fiir a € L ist a ein reguldrer Ausdruck,
mit L(a) = {a}

» Sind E, F reguldre Ausdriicke, dann auch (E + F),
mit L(E + F) = L(E) U L(F)

» Sind E, F regulidre Ausdriicke, dann auch (E - F),
mit L(E - F) = L(E) - L(F)

» Ist E reguldrer Ausdruck, dann auch E*,
mit L(E*) = L(E)*

Reguldre Ausdriicke sind Terme, die Sprachen, also Mengen von Woértern
beschreiben, dhnlich wie in der Mathematik beispielsweise Polynome
Punktmengen wie Kurven oder Flachen beschreiben.
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Abklirzende Schreibweisen

» Bei mehreren 4+ werden Klammern weggelassen:
(a+ b+ c) statt ((a+ b) + ¢) Befirien
» Der - wird auch weggelassen:
rs statt r - s
» Auch bei - konnen Klammern weggelassen werden:
(abc) statt ((ab)c)

» Mit Vorrangregeln:  x vor - vor +
konnen Klammern eingespart werden:

01 + 10" statt ((01) + (1(0%)))
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Beispiele
Definition
» (0+1)*01(0+1)*
> (b—l—c—i—ab—l—ac—l—aab)*

» (b+c)*ala+b+c)*a+ (a+c)*bla+b+c)*b
+(a+b)*cla+b+c)*c
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Ausdrucksstarke

Wir werden im Folgenden zeigen:

Theorem

Definition

Regulare Ausdriicke beschreiben genau die Sprachen, die von DEA
(oder NEA, e-NEA) erkannt werden.

Dazu zeigen wir zwei Teile:

Lemma

Fiir jeden reguldaren Ausdruck R gibt es einen e-NEA Ar mit
L(Ar) = L(R).

Lemma

Fiir jeden DEA A gibt es einen regularen Ausdruck Ry mit
L(Ra) = L(A).

Die Klasse der Sprachen, die durch reguldare Ausdriicke beschreibbar und durch
endiche Automaten erkennbar sind, nennt man die reguldren Sprachen.




