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Die Turing-Maschine

Eingeführt von Alan M. Turing in:

On computable numbers, with an application to the

Entscheidungsproblem, 1936

Alan M. Turing war ein britischer Mathematiker, nach ihm ist der
Turing-Award benannt, der bedeutendste Forschungspreis in der Informatik.

Das von ihm entwickelte und heute Turing-Maschine genannte Modell einer
Rechenmaschine ist heute in der theoretischen Informatik das Standardmodell.
Obwohl es schon vorher ähnliche formale Modelle gab, liegt die Bedeutung von
Turings Arbeit darin, dass er zeigen konnte, dass es eine solche Maschine gibt,
die jede andere simulieren kann - also eine universelle Rechenmaschine, die jede
mögliche Berechnung ausführen kann, wie eben ein programmgesteuerter
Computer.

Turing arbeitet im zweiten Weltkrieg als Kryptologe und leistete entscheidende
Beiträge zum Erfolg der Alliierten, da es ihm geang, den Code des deutschen
Verschlüsselungsgerätes Enigma zu brechen. Er starb 1954 im Alter von 43
Jahren vermutlich durch Selbstmord, nachdem er zuvor wegen seiner
Homosexualität verurteilt wurde.

Die Turing-Maschine besteht aus einer Steuerung sowie einem beidseitig
unendlichen Band mit einem Schreib-/Lesekopf, der jeweils eine Bandzelle lesen
und überschreiben kann. Die Steuerung (Programm) entspricht einem
endlichen Automaten, die Turing-Maschine kann also als “endlicher Automat
mit Speicher” aufgefasst werden.
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Turing-Maschine: Defi nitio n

Eine d eterm inistische Turing-Maschine (D TM) M

m it Alp hab et Σ b esteht aus:

I Z uständ e Q

I B and alp hab et Γ ⊇ Σ

I L eerzeichen � ∈ Γ \ Σ

I Ü b ergangsfunk tion δ : Q × Γ → Q × Γ × {L,R}

I Anfangszustand q0 ∈ Q

I End zuständ e F ⊆ Q

K urzschreib w eise: M = (Q, Σ, Γ,�, δ, q0,F )

Wie beim DEA ist die Z ustandsmenge Q endlich. Das Bandalphabet Γ umfasst
das Eingabealphabet Σ, kann aber weitere Symbole enthalten. Insbesondere
enthält es das Leerzeichen �. Die Vorstellung ist, dass das Band zwar
unendlich ist, aber zu jedem Z eitpunkt ist nur ein endicher Teil mit Z eichen
beschrieben, der Rest enthät Leerzeichen.

Wichtig ist, dass die Ü bergangsfunktion δ hier partiell ist, dass also δ(q, a) für
manche Z ustände q ∈ Q und Symbole a ∈ Γ undefi niert ist. Ist δ(q, a)

defi niert, so ist der Wert ein Tripel (p, b,D) aus dem neuen Z ustand p ∈ Q,
dem geschriebenen Symbol b ∈ Γ und der Richtung der Kopfbewegung D = L

(links) oder D = R (rechts).



Theorie für MI

R eg isterm a schin en

Turin g -Ma schin en

D efi n ition
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K o nfi guratio nen

Eine K onfi guration α von M ist eine Z eichenk ette

α = a1a2 . . .ai−1qaiai+1 . . .an

m it ai ∈ Γ für i ≤ n und q ∈ Q.

Interp retation:

I M ist in Z ustand q

I D er K op f ist auf B and zelle i , in d er ai steht

I a1a2 . . .ai−1 ist d er B and inhalt link s vom K op f

I L ink s von a1 sind nur � auf d em B and

I ai+1 . . .an ist d er B and inhalt rechts vom K op f

I R echts von a1 sind nur � auf d em B and

Diese Darstellung ist für viele Z wecke beq uem, da man sich nicht extra merken
muss, an welcher Stelle auf dem Band der Schreinb-/Lesekopf steht, dies wird
durch den Z ustand markiert. Damit die N otation eindeutig ist, müssen
Bandsymbole und Z ustände verschieden voneinander sein, d.h. Γ ∩ Q = ∅.
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Ü b ergangsrelatio n

D ie R elation `M z w ischen K onfi gurationen w ird d efi niert:

I Ist δ(q, ai ) = (p, b, L), d ann gilt:

a1 . . .ai−1qaiai+1 . . .an `M a1 . . .ai−2pai−1bai+1 . . .an

qa1a2 . . .an `M p�ba2 . . .an für i = 1

a1 . . .an−1qan `M a1 . . .an−2pan−1 für i = n und b = �

I Ist δ(q, ai ) = (p, b,R), d ann gilt:

a1 . . .ai−1qaiai+1 . . .an `M a1 . . .ai−1bpai+1 . . .an

a1 . . .an−1qan `M a1a2 . . .an−1an−1p� für i = n

qa1a2 . . .an `M pa2 . . .an für i = 1 und b = �

Die Ü bergangsrelation zwischen Konfi gurationen beschreibt einen Rechenschritt
der Maschine, und wird je nach Wert der Ü bergangsfunktion δ(q, ai ) für den
Z ustand q und das gelesene Symbol in der Ausgangskonfi guration defi niert.

Dabei sind zunächst zwei Basisfälle zu unterscheiden, je nach Richtung der
Kopfbewegung. In jedem der Fälle steht der N ormalfall in der ersten Z eile.
Daneben gibt es je zwei Sonderfälle:

• in der jeweils zweiten Z eile ist der Fall beschrieben, dass der Kopf
über das bisher gesehene Bandstück hinausgeht. In diesen Fällen
muss das Bandstück in der Konfi guration links bzw. rechts um ein
Leerzeichen ergänzt werden, auf dem der Kopf dann steht.

• in der jeweils dritten Z eile ist der Fall beschrieben, wo ein Symbol
am Rand des Bandes mit einem Leerzeichen überschrieben wird
und der Kopf sich dann vom Rand wegbewegt. In diesem Fall
verschmilzt dieses Leerzeichen mit dem nicht notierten String von
Leerzeichen auß erhalb des in der Konfi guration beschriebenen
Bereichs, und dieser wird um ein Z eichen kürzer.

Für jede Konfi guration gibt es entweder genau eine Folgekonfi guration, wenn
die Ü bergangsfunktion δ(q, ai ) defi niert ist, oder sonst keine.
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B erechnung, H alten

D ie B erechnung von M b ei Eingab e w ∈ Σ∗ ist d ie eind eutig
d efi nierte F olge von K onfi gurationen

α1, α2, α3, . . .

m it α1 = q0w und αi `M αi+1 für alle i .

Z w ei Möglichk eiten:

I B erechnung end et m it einer K onfi guration vqav ′,
für d ie δ(q, a) und efi niert ist.

 M hält b ei Eingab e w .

I B erechnung ist unend lich.

In der Anfangskonfi guration α1 ist die Maschine im Anfangszustand q0, auf
dem Band steht nur das Eingabewort w , und der Kopf steht auf dem ersten
Symbol von w .

Hier sieht man, warum die Funktion δ partiell sein muss: sonst würde keine
Berechnung jemals halten.
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(S em i-)E ntscheid b ark eit

Eine D TM M ak zep tiert d ie S p rache L ⊆ Σ∗, w enn

I M hält b ei Eingab e w genau d ann, w enn w ∈ L ist.

L ⊆ Σ∗ ist sem i-entscheid b ar, w enn es eine D TM gib t,
d ie L ak zep tiert.

Eine D TM M entscheid et d ie S p rache L ⊆ Σ∗, w enn

I M hält b ei Eingab e w für alle w ∈ Σ∗

I für d ie End konfi guration vqv ′ ist q ∈ F genau d ann,
w enn w ∈ L ist.

L ⊆ Σ∗ ist entscheid b ar, w enn es eine D TM gib t,
d ie L entscheid et.

Entscheidbare Sprachen sind also solche, für die das Wortproblem
“Ist w ∈ L ? ” von einem Computer gelöst werden kann. Da
Entscheidungsprobleme aus anderen Bereichen durch Codierung in das
Wortproblem für eine Sprache übersetzt werden können, spricht man i.A. von
entscheidbaren Problemen.

Semi-entscheidbare Probleme sind dagegen nicht wirklich algorithmisch lösbar,
für diese gibt es nur einen Algorithmus, der den positiven Fall feststellt, aber im
negativen Fall nicht terminiert.
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B eisp iel

Eine D TM, d ie { 0n1n ; n ∈ N } entscheid et:

Anfangszustand ist q0,

End zuständ e sind {q4}

0 1 x y �

q0 (q1, x ,R) (q3, y ,R)

q1 (q1, 0,R) (q2, y , L) (q1, y ,R)

q2 (q2, 0, L) (q0,X ,R) (q2, y , L)

q3 (q3, y ,R) (q4,�,R)

q4

Bei Eingabe von 0011 durchläuft die Maschine die folgende Folge von
Konfi gurationen:

q00011 ` xq1011 ` x0q111 ` xq20y1 ` q2x0y1 ` xq00y1

` xxq1y1 ` xxyq11 ` xxq2yy ` xq2xyy ` xxq0yy ` xxyq3y

` xxyyq3� ` xxyy�q4�

Hier hält die Berechnung, und da der Z ustand q4 ein Endzustand ist, liegt das
Wort in der Sprache.

Bei Eingabe von 0010 durchläuft die Maschine die folgende Folge von
Konfi gurationen:

q00010 ` xq1010 ` x0q110 ` xq20y0 ` q2x0y0 ` xq00y0

` xxq1y0 ` xxyq10 ` xxy0q1�

Hier hält die Berechnung, und da der Z ustand q1 kein Endzustand ist, liegt das
Wort nicht in der Sprache.
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Turing-B erechenb ark eit

Eine D TM M b erechnet d ie F unk tion f : Σ∗
→ Σ∗, w enn

I M hält b ei Eingab e w genau d ann, w enn f (w) d efi niert ist.

I d ie End konfi guration ist d ann qv m it v = f (w).

f : N
k

→ N ist Turing-b erechenb ar, w enn es eine D TM gib t,
d ie d ie F unk tion

f ′ : {1,#}∗ → {1,#}∗

1n1#1n2# · · · #1nk 7→ 1f (n1,...,nk)

b erechnet.

Funktionen auf Strings werden berechnet, indem am Anfang die Eingabe auf
dem Band steht, und wenn die Maschine hält wird das Ergebnis vom Band
abgelesen. Dabei sollte gelten, dass am Ende nur ein String aus Σ∗ und
Leerzeichen auf dem Band stehen.

Funktionen auf natürichen Z ahlen werden berechnet, indem die Eingaben unär
codiert und mit einem Trennzeichen voneinander getrennt eingegeben werden,
das Ergebnis wird ebenso unär codiert ausgelesen.
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B eisp iel

Eine D TM, d ie d ie F unk tion (n,m) 7→ m ax (n − m, 0) b erechnet:

1 # �

q0 (q1,�,R) (q5,�,R)

q1 (q1, 1,R) (q2,#,R)

q2 (q3,#, L) (q2,#,R) (q4,�, L)

q3 (q3, 1, L) (q3,#, L) (q0,�,R)

q4 (q4, 1, L) (q4,�, L) (q6, 1,R)

q5 (q5,�,R) (q5,�,R) (q6,�,R)

q6

Bei Eingabe von 1111#11 führt die Maschine die folgende Berechnung aus:

q01111#11 ` q1111#11 ` . . . ` 111q1#11 ` 111#q211

` 111q3##1 ` . . . ` q3111##1 ` q3�111##1

` q0111##1 ` . . . ` 11q1##1 ` 11#q2#1

` 11##q21 ` . . . ` q3�11### ` q011### ` q11###

` 1q1### ` . . . ` 1###q2� ` 1##q4#

` 1#q4# ` . . . ` q41 ` q4�1 ` 1q01

An dieser Stelle hält die Berechnung, und auf dem Band steht die Codierung

des Ergebnisses 2, was korrekt ist, da 4 − 2 = 2 ist.


