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Ausdrucksstärke

Wir werden im Folgenden zeigen:

T h eo rem

Reguläre Ausdrücke beschreiben genau die Sprachen, die von DEA
(oder NEA, ε-NEA) erkannt werden.

D a zu zeigen wir zwei T eile:

L em m a

Für jeden regulären Ausdruck R gibt es einen ε-NEA AR m it
L(AR) = L(R).

L em m a

Für jeden DEA A gibt es einen regulären Ausdruck RA m it
L(RA) = L(A).

Die Klasse der Sprachen, die durch reguläre Ausdrücke beschreibbar und durch
endiche Automaten erkennbar sind, nennt man die regulären Sprachen.
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V o m reg ul̈aren Ausdruck zum Auto m aten

Fü r jeden regu lä ren A u sdru c k R defi niere ε-N E A AR

mit L(AR) = L(R) u nd

I gena u einem E ndzu sta nd,

F = {qf }

I k ein Ü b erga ng in den S ta rtzu sta nd,

q0 /∈ δ(q, a) fü r a lle q u nd a

I k ein Ü b erga ng a u s dem E ndzu sta nd,

δ(qf , a) = ∅ fü r a lle a

Z um B ew eis des ersten L emmas müssen w ir für jeden regulären Ausdruck R

einen ε-N E A AR konstruieren, der die Sprache von R erkennt. Die Konstruktion
erfolgt induktiv gemäß der induktiv en Defi nition von regulären Ausdrücken.

W ie häufi g bei induktiv en Argumenten zeigt man etw as stärkeres, damit der
Induktionsschritt gelingen kann. H ier w erden bei der Konstruktion von AR

zusätz lich die auf der Folie angegeben Invarianten gefordert.
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K o n struktio n des ε-N E A

K onstru k tion eines ε-N E A fü r regu lä ren A u sdru c k R :

R = ∅

R = ε
ε

R = a
a

Z um Induktionsanfang w erden expliz it Automaten für die 3 B asisfälle der
induktiv en Defi nition von regulären Ausdrücken angegeben.

Die auf der Folie abgebildeten Automaten erfüllen off ensichtlich die geforderten

Invarianten, und erkennen die durch die entsprechenden Ausdrücke defi nierten

Sprachen.
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K onstru k tion eines ε-N E A fü r regu lä ren A u sdru c k :

R · S R S
ε

R + S
ε

ε

ε

ε

R

S

Für den Induktionsschritt gibt es drei Fälle zu betrachten. Die Fälle für reguläre
Ausdrücke R · S und R + S sind auf dieser Folie, der für Ausdrücke der Form
R∗ auf der N ächsten.

B ei der Konstruktion der Automaten ARS und AR+S gehen w ir davon aus, das
w ir nach Induktionshypothese bereits Automaten AR und AS haben, w ie oben
im B ild schematisch dargestellt.

W ir konstruieren daraus den Automaten ARS , indem vom E ndzustand von AR

ein ε-Ü bergang zum Anfangszustand von AS eingefügt w ird. Anfangszustand
ist der von AR , E ndzustand der von AS .

U m ein W ort zu akzeptieren, w ird erst der Automat AR zum E ndzustand
durchlaufen, dann w ird in den Anfangszustand von AS Ü bergegangen, und von
dort zum E ndzustand von AS gelaufen. Das W ort besteht aslso aus einem
ersten T eil aus R, gefolgt von einem zw eiten T eil aus S , ist also in RS .

B eim Automaten AR+S w erden ein neuer Anfangs- und E ndzustand
hinzugefügt und mit den Anfangs- bzw . E ndzuständen von AR und AS durch
ε-Ü bergänge v erbunden. V om Anfangszustand w ird nichtdeterministisch in
einen der Anfangszustände gesprungen, von dort w ird der jew eilige Automat bis
zu seinem E ndzustand durchlaufen, v on dem dann in den neuen E ndzustand
gesprungen w ird. E in akzeptiertes W ort ist also entw eder in R oder in S , also in
R + S .
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K o n struktio n des ε-N E A 3

K onstru k tion eines ε-N E A fü r regu lä ren A u sdru c k :

R∗

R
ε

ε

ε

ε

B ei der Konstruktion von AR∗ w ird zunächst der E ndzustand von AR mit dem
Anfangszustand verbunden, so dass der Automat beliebig oft durchlaufen
w erden kann. Dadurch w erden aber die Invarianten v erletzt, so dass ein neuer
Anfangs- und E ndzustand hinzugefügt w erden müssen. Schliesslich w erden der
neue Anfangs- und E ndzustand mit einem ε-Ü bergang verbunden, so dass in
jedem Fall das leere W ort akzeptiert w ird.

E in akzeptiertes W ort ist also leer, oder es besteht aus beliebig v ielen T eilen

aus R hintereinander, ist also in R∗.
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R eg ul̈arer Ausdruck aus D E A

S ei A = (Q, Σ, δ, q1, F ) ein D E A mit Q = {q1, . . . , qn}.

Fü r i , j , k ≤ n defi niere regu lä re A u sdrü c k e R
(k)

i,j

mit w ∈ L(R
(k)

i,j ) gdw.

I δ̂(qi , w) = qj ,

I fü r a lle ε ≺ v ≺ w ist δ̂(qi , v) ∈ {q1, . . . , qk }.

D a nn ist fü r F = {qj1 , . . . , qjm }

L(A) = R
(n)

1,j1
+ . . . + R

(n)

1,jm

E s sollen induktiv reguläre Ausdrücke konstruiert w erden, die mehr und mehr
der Abläufe von A beschreiben.

Dazu betrachtet man die M engen der W örter, die von einem Z ustand qi zu
einem anderen qj führen, und dabei auf dem W eg immer mehr v erschiedene
Z w ischenzustände benutzen können.

Der Ausdruck R
(k)

i,j beschreibt dementsprechend diejenigen W örter, für die der

Automat in qj endet, w enn er in qi startet (also δ̂(qi , w ) = j), und w o auf dem
W eg dazw ischen nur die Z ustände q1 bis qk besucht w erden. Diese w erden
durch Induktion über k defi niert.

Die Konstruktion ähnelt dem Algorithmus von Floyd und W arshall für das
All-pairs-sho rtest-path-P roblem.
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In duktiv e K o n struktio n : An fan g

D efi niere R
(k)

i,j indu k tiv na c h k .

Indu k tionsa nfa ng: k = 0

S eien {a1, . . . am} diejenigen a` ∈ Σ mit δ(qi , a`) = qj .

Fa ll 1 : i = j

R
(0)

i,i = (ε + a1 + . . . + am)

Fa ll 2 : i 6= j

R
(0)

i,j = (a1 + . . . + am)

B eim Induktionsanfang k = 0 sind diejenigen W örter in R
(0)

i,j , mit denen ohne
Z w ischenzustand direkt von qi in qj übergegangen w ird.

Für i 6= j sind dies die W örter der L änge 1 , also Symbole, für die es einen
Ü bergang von qi nach qj gibt. Für i = j kommt zusätz lich noch das leere W ort
hinzu.
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In duktiv e K o n struktio n : S ch ritt

Fü r ein w ∈ R
(k+1)

i,j gib t es zwei M öglic h k eiten:

I der Z u sta nd qk+1 k ommt a u f dem Weg nic h t v or.

 w ∈ R
(k)

i,j

I der Z u sta nd qk+1 k ommt mindestens einma l v or.

 w k a nn zerlegt werden w = w1w2 . . . wm−1wm mit

I w1 ∈ R
(k)

i,k+1

I wm ∈ R
(k)

k+1,j

I w2, . . . , wm−1 ∈ R
(k)

k+1,k+1

R egu lä rer A u sdru c k :

R
(k+1)

i,j = R
(k)

i,j + R
(k)

i,k+1·
(

R
(k)

k+1,k+1

)

∗

·R
(k)

k+1,j

B eim Induktionsschritt betrachten w ir W örter, die von qi zu qj führen, und
dabei nur Z w ischenzustände bis qk+1 v erw enden.

Kommt auf dem W eg der Z ustand nicht vor, dann ist das W ort schon in R
(k)

i,j .

Andernfalls zerfällt es in einen vorderen T eil, der v on qi zum ersten V orkommen
von qk+1 führt – der ist in R

(k)

i,k+1 – und einen hinteren T eil, der vom letzten

V orkommen von qk+1 zu qj führt – der ist in R
(k)

k+1,j . Dazw ischen liegen beliebig
v iele T eile, die von einem V orkommen von qk+1 zum nächsten führen – diese
liegen in R

(k)

k+1,k+1.

Damit erhält man insgesamt den angegebenen Ausdruck.
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R eg ul̈are Ausdrücke in der P rax is

R egu lä re A u sdrü c k e kommen z.B . in S k rip tsp ra c h en vor.

D ort wird eine reic h h a ltigere S ynta x v erwendet:

N ota tion: steh t fü r:

[abcd] (a + b + c + d)

[0 − 9] (0 + 1 + . . . + 9)

. b elieb iges S ymb ol

R | S R + S

R∗ R∗

R? ε + R

R+ RR∗

R[5] RRRRR
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R eg eln zum V erein fach en

I K ommu ta tiv gesetz

(R + S) = (S + R)

I N eu tra le E lemente

∅ + R = R + ∅ = R εR = Rε = R

I A b sorp tion

∅R = R∅ = ∅

I D istrib u tiv gesetze

R(S + T ) = RS + RT (S + T )R = SR + TR

I G esetze ü b er K leene-S tern

(R∗)∗ = R∗ ∅∗ = ε ε∗ = ε


