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NP-Vollstandigkeit

Polynomielle Reduktion

Seien A,B C X*.

Eine polynomielle Reduktion von A auf B ist eine Funktion
f:X* — L* die in polynomieller Zeit berechenbar ist,
mit der Eigenschaft:

weA & fw)eB firalleweX”

Notation: A <p B falls es eine polynomielle Reduktion
von A auf B gibt.

Eigenschaft:
» Ist Bin P und A <p B, dann ist auch A in P.
» Ist B in NP und A <p B, dann ist auch A in NP.
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Beispiel

Definition

Theorem
INDEPENDENT SET <p VERTEX COVER

Beweis: | C V ist unabhangig gdw. V \ I ein Vertex Cover ist.

Also hat G eine unabhiangige Menge der GroBe k
gdw. G eine Vertex Cover der GroBe |V| — k hat.

~ (G, k) — (G,|V]|— k) ist polynomielle Reduktion
von INDEPENDENT SET auf VERTEX COVER.
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NP-vollstandige Probleme

Definition

A ist NP-schwer, falls B <p A fiir alle B in NP ist.

A ist NP-vollstandig, falls A in NP und NP-schwer ist.

Theorem
Ist A NP-vollstiandig, und ist A in P, dann ist P = NP.




Aussagenlogik: Syntax

Aussagenlogische Formeln liber einer Menge X von Variablen

sind induktiv definiert:

> jede Variable x € X ist eine Formel

» ist F eine Formel, dann auch —F

» sind F und G Formeln, dann auch (F A G)

» sind F und G Formeln, dann auch (F v G)

Theorie fiir Ml

Aussagenlogik

Aussagenlogik: Semantik

Fiir eine Bewertung o : X — {0, 1} der Variablen X

wird induktiv der Wert «(F) einer Formel F definiert:

>

| 2

>

>

a(x) ist durch o gegeben
x(—F)=1—«(F)
x(FAG)=min(x(F),x(G))
x(Fv G)=max(x(F),x(G))

Definition: o erfiillt F, wenn «(F) =1 ist.
Man schreibt dafiir auch o« = F

F ist Tautologie, wenn « = F fiir alle « gilt.

F ist erfiillbar, wenn es eine Bewertung o« gibt mit o = F.
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Das Erfiillbarkeitsproblem

Problem SAT
. Aussagenlogik
Instanz: aussagenlogische Formel F
Frage: Ist F erfiillbar ?
Theorem

SAT ist NP-vollstangig.

Stephen A. Cook hat den Begriff der
NP-Vollstandigkeit entdeckt, und SAT als
erstes NP-vollstandiges Problem nachgewiesen.

NP-Vollstandigkeit von SAT T

SAT ist in NP: F erfiillbar gdw Jox : o = F L
oo = F kann in Zeit O(|F|) gepriift werden. Son S ndigkeit

SAT ist NP-schwer: Sei A in NP, wir werden zeigen A <p SAT.

Sei M eine NTM, die A entscheidet, und p() Polynom mit:
fir |w| = n halt jede Berechnung von M nach p(n) Schritten.

Konstruiere Formel Fp ,, so dass Fp ,, erfiillbar ist gdw.
eine Berechnung von M bei Eingabe w im Endzustand halt.

Frn w wird in Zeit O(p(|w|)?) aus w berechnet.
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Konstruktion der Formel Fy ,

Sei w = adi...dan und t ;= p(n). NP-Vollstindigkeit

von SAT

Berechnung von M hat t 4+ 1 Konfigurationen
Ko, Ki, ..., K.

Jede Konfiguration K; hat t + 1 Symbole

di0, dily ..., djt-

)

Firi,j<t, g€ Q und beTl gibt es Variablen
> X;jb mit der Bedeutung a;;=>b

> X;jqg mit der Bedeutung a;; =gq

. eorie fiir
Konstruktion der Formel Fy; , frere et
t
Die Formel Fy v ist S A /\ N; A E, wobei
i—1 \l:loi-\éoAl_ll§téindigkeit

» S driickt aus, dass Kj richtige Startkonfiguration ist,
» E driickt aus, dass K; im Endzustand ist

» N, driickt aus, dass K;_1 by K;,
oder K;_; ist Haltekonfiguration und K;_; = K.

Sist  X0,0,go AX0,1, A ve s AX0na, AX0nt1, 0N - AXo g0

qgeF




Konstruktion der Formel N;

Die Formel N; ist /\(A,-,j v Bjj), wobei
J<t
> A,‘J driickt aus, wie djjvon aj_i1 j-14dj—1;4di—1,j+1 abhéingt,

wobei eines davon der Zustand in K;_1 ist.

> B, ; sagt: der Zustand in Ki_; ist so weit von a;_1 ; entfernt,

dass a; ; = a;.

B;, ] ist:
\/ Xi_l».j_l»a A \/ Xi_]-»jJr]-»a A \/ (Xl'—l,j,a /\Xi,j,a)
aer aEF aEF
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Konstruktion der Formel N;

A; j ist eine Disjunktion von Teilformeln, die jeweils a; ;
fiir eine Kopfposition j —1, joder j+ 1 in K;_1
und einen Ubergang von M beschreiben.

Ist z.B. (p, b, R) € 6(q, a), dann enthilt A, ; die Teilformeln

Xi—1,j—1,g N Xi—1,j,a NXij—1,b \NXijp /N \/ (Xi—1,j+1,a A\ Xi,j+1,a)
acl’

\/ (Xi—l,j—l,a A\ Xi,j—1,a) ANXi—1j,g NXi—1j+1,a NXij b NXij+1p
aerl

Ist (p’, b, L) € 6(q, a), dann enthalt A(/,j) auch die Teilformel

\/ (Xi—l,j,a A\ Xi,j+1,a) NXi—1,j+1,g NXi—1,j+2,a NXijp' NXij42 b
ael’
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