Theorie fiir Ml

Die Turing-Maschine

Turing-Maschinen

Eingefiihrt von Alan M. Turing in:

On computable numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem, 1936

Band mit Feldern

A=
Lese-/Schreibkopf

Frogramm

Alan M. Turing war ein britischer Mathematiker, nach ihm ist der
Turing-Award benannt, der bedeutendste Forschungspreis in der Informatik.

Das von ihm entwickelte und heute Turing-Maschine genannte Modell einer
Rechenmaschine ist heute in der theoretischen Informatik das Standardmodell.
Obwohl es schon vorher dhnliche formale Modelle gab, liegt die Bedeutung von
Turings Arbeit darin, dass er zeigen konnte, dass es eine solche Maschine gibt,
die jede andere simulieren kann - also eine universelle Rechenmaschine, die jede
mogliche Berechnung ausfiihren kann, wie eben ein programmgesteuerter
Computer.

Turing arbeitet im zweiten Weltkrieg als Kryptologe und leistete entscheidende
Beitrage zum Erfolg der Alliierten, da es ihm geang, den Code des deutschen
Verschliisselungsgerates Enigma zu brechen. Er starb 1954 im Alter von 43
Jahren vermutlich durch Selbstmord, nachdem er zuvor wegen seiner
Homosexualitdt verurteilt wurde.

Die Turing-Maschine besteht aus einer Steuerung sowie einem beidseitig
unendlichen Band mit einem Schreib-/Lesekopf, der jeweils eine Bandzelle lesen
und iiberschreiben kann. Die Steuerung (Programm) entspricht einem
endlichen Automaten, die Turing-Maschine kann also als “endlicher Automat
mit Speicher” aufgefasst werden.
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Turing-Maschine: Definition

Eine deterministische Turing-Maschine (DTM) M Definition
mit Alphabet X besteht aus:

» Zustinde Q@

» Bandalphabet ['D X

» Leerzeichen el \ZX

» Ubergangsfunktion &:Q xT — Q xT x{L,R}
» Anfangszustand qg € Q

» Endzustinde F C Q

Kurzschreibweise: M= (Q,x, T35, qo, F)

Wie beim DEA ist die Zustandsmenge @ endlich. Das Bandalphabet I' umfasst
das Eingabealphabet X, kann aber weitere Symbole enthalten. Insbesondere
enthilt es das Leerzeichen 1. Die Vorstellung ist, dass das Band zwar
unendlich ist, aber zu jedem Zeitpunkt ist nur ein endicher Teil mit Zeichen
beschrieben, der Rest enthat Leerzeichen.

Wichtig ist, dass die Ubergangsfunktion & hier partiell ist, dass also 5(q, a) fiir
manche Zustinde g € Q und Symbole a € T undefiniert ist. Ist 6(q, a)
definiert, so ist der Wert ein Tripel (p, b, D) aus dem neuen Zustand p € Q,
dem geschriebenen Symbol b € I" und der Richtung der Kopfbewegung D = L
(links) oder D = R (rechts).




Konfigurationen

Eine Konfiguration o« von M ist eine Zeichenkette

mit

X =aiady...ai—-149adjdj+1...4dnp

ajelfiri<nundqge€e Q.

Interpretation:

>

| 2

>

>

M ist in Zustand g

Der Kopf ist auf Bandzelle i, in der a; steht
aias ...a;_1 ist der Bandinhalt links vom Kopf
Links von aj sind nur [ auf dem Band
aj+1...a, ist der Bandinhalt rechts vom Kopf

Rechts von aj sind nur OJ auf dem Band
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Definition

Diese Darstellung ist fiir viele Zwecke bequem, da man sich nicht extra merken
muss, an welcher Stelle auf dem Band der Schreinb-/Lesekopf steht, dies wird

durch den Zustand markiert. Damit die Notation eindeutig ist, miissen
Bandsymbole und Zustinde verschieden voneinander sein, d.h. TN Q = 0.
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Ubergangsrelation

Die Relation Fps zwischen Konfigurationen wird definiert: Definition

» Ist 6(q,a;) = (p, b, L), dann gilt:
d1...di-149ad;jdj+1...4dp l_M a... a,-_zpa,-_lba,-ﬂ ...dp

gaiar...a, by plbas...a, fur i =1

ai...an_19a, Fp ar...anp_opan_1 fuiri = nund b=01

» Ist 6(q,a;) = (p, b, R), dann gilt:
d1...di-143djdj+1...4n |_/\/] a... a,-_lbpa,-+1 ...dp
ai...an—19a, Fpm aiax...an_1a,_1pU firi=n

gaias...a, Fm pas...a;, furi=1und b =01

Die Ubergangsrelation zwischen Konfigurationen beschreibt einen Rechenschritt
der Maschine, und wird je nach Wert der Ubergangsfunktion 8(q, a;) fiir den
Zustand g und das gelesene Symbol in der Ausgangskonfiguration definiert.

Dabei sind zunachst zwei Basisfalle zu unterscheiden, je nach Richtung der
Kopfbewegung. In jedem der Falle steht der Normalfall in der ersten Zeile.
Daneben gibt es je zwei Sonderfille:

e in der jeweils zweiten Zeile ist der Fall beschrieben, dass der Kopf
iber das bisher gesehene Bandstiick hinausgeht. In diesen Fallen
muss das Bandstiick in der Konfiguration links bzw. rechts um ein
Leerzeichen ergdnzt werden, auf dem der Kopf dann steht.

e in der jeweils dritten Zeile ist der Fall beschrieben, wo ein Symbol
am Rand des Bandes mit einem Leerzeichen iiberschrieben wird
und der Kopf sich dann vom Rand wegbewegt. In diesem Fall
verschmilzt dieses Leerzeichen mit dem nicht notierten String von
Leerzeichen auBerhalb des in der Konfiguration beschriebenen
Bereichs, und dieser wird um ein Zeichen kiirzer.

Fiir jede Konfiguration gibt es entweder genau eine Folgekonfiguration, wenn
die Ubergangsfunktion &(q, a;) definiert ist, oder sonst keine.
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Berechnung, Halten

Definition

Die Berechnung von M bei Eingabe w € L* ist die eindeutig
definierte Folge von Konfigurationen

X1, X2, X3, ...

mit &1 = gow und «; Fp oiyq  fiir alle 7.

Zwei Moglichkeiten:

» Berechnung endet mit einer Konfiguration vgav’,
fur die 8(q, a) undefiniert ist.

~» M halt bei Eingabe w.

» Berechnung ist unendlich.

In der Anfangskonfiguration o ist die Maschine im Anfangszustand qo, auf
dem Band steht nur das Eingabewort w, und der Kopf steht auf dem ersten
Symbol von w.

Hier sieht man, warum die Funktion & partiell sein muss: sonst wiirde keine
Berechnung jemals halten.
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(Semi-)Entscheidbarkeit

Eine DTM M akzeptiert die Sprache L C L*, wenn Definition

» M halt bei Eingabe w genau dann, wenn w € L ist.

L C X* ist semi-entscheidbar, wenn es eine DTM gibt,
die L akzeptiert.

Eine DTM M entscheidet die Sprache L C X*, wenn
» M halt bei Eingabe w fiir alle w € L*

» fiir die Endkonfiguration vqv’ ist ¢ € F genau dann,
wenn w € L ist.

L C X* ist entscheidbar, wenn es eine DTM gibt,
die L entscheidet.

Entscheidbare Sprachen sind also solche, fiir die das Wortproblem

“Ist w € L 7" von einem Computer gelost werden kann. Da
Entscheidungsprobleme aus anderen Bereichen durch Codierung in das
Wortproblem fiir eine Sprache iibersetzt werden kénnen, spricht man i.A. von
entscheidbaren Problemen.

Semi-entscheidbare Probleme sind dagegen nicht wirklich algorithmisch |6sbar,
fiir diese gibt es nur einen Algorithmus, der den positiven Fall feststellt, aber im
negativen Fall nicht terminiert.
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Beispiel

Eine DTM, die {0"1"; n € N} entscheidet: Definition
Anfangszustand ist qo,

Endzustinde sind {qs}

0 1 X y ]
q | (q1,%,R) (g3,y,R)
q1 || (g1,0,R) | (g2,y,L) (q1,y,R)
92 | (g2,0,L) (g0, X, R) | (g2,y,L)
g3 (g3,y,R) | (qa,, R)
q4

Bei Eingabe von 0011 durchlduft die Maschine die folgende Folge von
Konfigurationen:

qo0011 F xq:1011 F x0qg:111 F xg20yl F g2x0yl F xqoOy1l
Fxxqiyl F xxyqil F xxquyy F xqoxyy F xxqoyy F xxyqsy
F xxyyqs[] + xxyyllqsl]

Hier hilt die Berechnung, und da der Zustand g4 ein Endzustand ist, liegt das
Wort in der Sprache.

Bei Eingabe von 0010 durchlduft die Maschine die folgende Folge von
Konfigurationen:

00010 + xq1010 F x0g110 F xg20y0 F g2x0y0 F xgo0Oy0
Fxxq1y0 F xxyqi0 F xxy0q:UJ

Hier halt die Berechnung, und da der Zustand q: kein Endzustand ist, liegt das
Wort nicht in der Sprache.
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Turing-Berechenbarkeit

Definition

Eine DTM M berechnet die Funktion f : X* — X*, wenn
» M hilt bei Eingabe w genau dann, wenn f(w) definiert ist.

» die Endkonfiguration ist dann gv mit v = f(w).

f : Nk — N ist Turing-berechenbar, wenn es eine DTM gibt,
die die Funktion

Fr{L# = {1 #)
1n1#1n2# .. .#1nk — 1f(n1,...,nk)

berechnet.

Funktionen auf Strings werden berechnet, indem am Anfang die Eingabe auf
dem Band steht, und wenn die Maschine halt wird das Ergebnis vom Band
abgelesen. Dabei sollte gelten, dass am Ende nur ein String aus ~* und
Leerzeichen auf dem Band stehen.

Funktionen auf natiirichen Zahlen werden berechnet, indem die Eingaben unér
codiert und mit einem Trennzeichen voneinander getrennt eingegeben werden,
das Ergebnis wird ebenso unar codiert ausgelesen.
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Beispiel

Definition

Eine DTM, die die Funktion (n, m) — max(n — m,0) berechnet:

1 ” 0
q || (q1,0,R) | (g5,00, R)

q | (91,1, R) | (g2,#, R)

q@ || (g3,#,L) | (g2,#,R) | (qs, 0, L)
93 || (g3,1,L) | (g3,%#,L) | (90,00, R)
qs | (qa,1,L) | (ga,00,L) | (g6,1,R)
g || (95,00, R) | (g5,L0,R) | (g6,0J, R)
de

Bei Eingabe von 1111#11 fiihrt die Maschine die folgende Berechnung aus:

qol111411 F 111411 F ... F 111q#11 F 1114q011
- 111qs#41 - ... b qelll##1 F qsO111#441

o qolll#4#1 F ... F 1lq##l - 114l

F11##ql ... b gsUII#H#H# - qll#H## B ql###

Elg#AFAF E o F 1HF#FU 1
F1#gqa# F ... F gal F g1 + 1qol

An dieser Stelle hilt die Berechnung, und auf dem Band steht die Codierung
des Ergebnisses 2, was korrekt ist, da 4 — 2 = 2 ist.




