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Automaten mit ε-Übergängen

Motivierendes Beispiel:

0,1 0,1

0,1

0,1

.

.

+,−ε,

E in endlic h er A u tom a t m it ε-Ü b erg ä ng en (ε-N E A )
ist defi niert w ie ein N E A , nu r m it

I Ü b erg a ng sfu nktion δ : Q × (Σ ∪ {ε}) → 2Q

Im Beispiel: δ(q0, ε) = {q1}

ε-NEA sind eine weitere Verallgemeinerung von NEA, bei denen von einigen
Zuständen aus spontan, also ohne ein Symbol der Eingabe zu verbrauchen, in
einen (oder mehrere) andere Zustände übergegangen werden kann.

In der Formalisierung stellt man dies dar, indem die Übergangsfunktion anstelle
eines Symbols auch ε als zweites Argument erlaubt. δ(q, ε) = {q1, . . . , qk }

bedeutet dann, dass der Automat vom Zustand q spontan in einen der
Zustände q1, . . . , qk wechseln kann.

Jeder NEA kann auch als ε-NEA aufgefasst werden, bei dem für jeden Zustand
q gilt δ(q, ε) = ∅, der also einfach keine ε-Übergänge erlaubt.

Im motivierenden Beispiel kann der Automat, der binäre floating-point
Konstanten erkennt, vom Anfangszustand entweder ein Vorzeichen lesen, oder
ohne eines zu lesen mit ε in den Folgezustand übergehen.
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Hüllenbild ung

S ei A = (Q, Σ, δ, q0, F ) ein ε-N E A .

Fü r P ⊆ Q ist die ε-H ü lle(P) indu ktiv defi niert du rc h :

I P ⊆ ε-H ü lle(P)

I Ist p ∈ ε-H ü lle(P) u nd q ∈ δ(p, ε),
da nn ist q ∈ ε-H ü lle(P).

D ie ε-H ülle einer M enge P von Zuständen ist die M enge der Zustände, die von
P aus nur mit e p silo n -Übergängen erreicht werden können.
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E rw eiterte Übergangsfunk tion

W ie b eim D E A w ird die Ü b erg a ng sfu nktion δ a u f Σ∗ erw eitert:

δ̂ : Q × Σ∗ → 2Q ist indu ktiv defi niert du rc h

δ̂(q, ε) = ε-H ü lle({q})

δ̂(q, wa) = ε-H ü lle
(

⋃

q ′∈δ̂(q,w)

δ( q ′ , a )
)

D ie D efi nition der erweiterten Übergangsfunktion δ̂ ist analog zu der beim
NEA. Es muss nur berücksichtigt werden, dass zwischen den Übergängen, bei
denen Symbole gelesen werden, noch jeweils beiebig viele ε-Übergänge
stattfi nden können.

D aher wird am Anfang bei der D efi nition von δ̂(q, ε) und beim Schritt in der
induktiven D efi nition noch die ε-H ülle gebildet.
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B eisp iel

ε

ε b ε

a

ε

ε

a

a

ε

εε

b

b
b

a

b

Berec h ne δ̂( q0 , ab ):

δ̂(q0, ε) = ε-H ü lle
(

{q0}
)

= {q0, q1, q2, q3}

δ̂(q0, a) = ε-H ü lle
(

{q4}
)

= {q4, q7}

δ̂(q0, ab ) = ε-H ü lle
(

{q6, q10}
)

= {q6, q9, q10, q11}

Im Beispiel sind die Zustände von links unten nach rechts oben zeilenweise
durchnummeriert.
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Ä q uiv a len z d er

A utom a ten m od elle

Teilm en g en -
k on struk tion

E x p on en tieller
B low -up
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T eilmengenkonstruk tion

S ei AE = (QE , Σ, δE , q0, FE ) ein ε-N E A .

D efi niere da ra u s einen D E A AD m it

I Z u stä nden QD = 2QE .

I fü r S ∈ QD , a lso S ⊆ QE , u nd a ∈ Σ ist

δD(S , a) = ε-H ü lle
(

⋃

q∈S

δE (q, a)
)

I A nfa ng szu sta nd ist qD := ε-H ü lle
(

{q0}
)

I E ndzu stä nde in FD sind Meng en S m it

S ∩ FE 6= ∅

D ie T eilmengenkonstruktion ist vollkommen analog zu der für NEA. D amit der
D EA AD die Abläufe des ε-NEA simulieren kann, die ja nach der obigen
D efi nition ε-Übergänge enthalten können, muss beim Anfangszustand und bei
den Übergängen von AD jeweils die ε-H ülle gebildet werden.
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Ä q uiv a len z d er

A utom a ten m od elle

Teilm en g en -
k on struk tion

E x p on en tieller
B low -up
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B ew eis d er Äq uiv alenz

T h eorem

Se i AE = (QN , Σ, δN , q0, FN) e in ε-N EA,

un d AD = (QD , Σ, δD , qD , FD) d e r m it d e r T e ilm e n g e n k o n struk tio n
g ewo n n e n e D EA.

D an n ist L(AD) = L(AE ).

L emma

Se ie n AE un d AD wie o b e n . Es g ilt für alle w ∈ Σ∗:

δ̂D( qD , w ) = δ̂E ( q0 , w )

Beweis des T heorems:

w ∈ L(AE ) gdw. δ̂E (q0, w) ∩ FE 6= ∅ Akzeptanzbedingung von AE

gdw. δ̂D(qD , w) ∩ FE 6= ∅ nach dem L emma

gdw. δ̂D(qD , w) ∈ FD D efi nition von FD

gdw. w ∈ L(AD) Akzeptanzbedingung von AD

Beweis des L emmas durch Induktion nach |w |:
Induktionsanfang: für w = ε ist laut D efi nition der Funktionen δ̂:

δ̂D( qD , ε ) = qD = ε-H ülle({q0}) = δ̂E ( q0 , ε )

Induktionsschritt: für w = va gilt

δ̂D( qD , va ) = δD( δ̂D(qD , v) , a ) nach D efi nition von δ̂D

= δD( δ̂E (q0, v) , a ) nach Induktionshypothese

= ε-H ülle
`

[

q∈δ̂E (q0,v)

δE (q, a)
´

nach D efi nition von δD

= δ̂E ( q0 , va ) nach D efi nition von δ̂E
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Übersic h t

E ndlic h e A u tom a ten

Ä q u iva lenz der A u tom a tenm odelle

R eg u lä re A u sdrü cke
D efi nition
N E A a u s reg u lä rem A u sdru ck
R eg u lä rer A u sdru ck a u s D E A
A nw endu ng

P u m ping L em m a
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Ä q uiv a len z d er

A utom a ten m od elle

R eg ul̈a re A usd rüc k e
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Ä q uiv a len z d er

A utom a ten m od elle

R eg ul̈a re A usd rüc k e
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O p erationen auf S p rac h en

Fü r S pra c h en L, L ′ ⊆ Σ∗ defi niere:

L · L ′ :=
{

u · v ; u ∈ L u nd v ∈ L ′
}

D ie K leenesc h e H ü lle L∗ einer S pra c h e L ⊆ Σ∗ ist defi niert:

L0 := {ε}

Li+1 := Li · L

L∗ :=
⋃

i≥0

Li

L∗ ist die Meng e a ller W örter der Form w = v1 . . .vn

m it vi ∈ L fü r a lle i .

D ie Konkatenation zweier Sprachen ist, ähnlich wie z.B. in der Analysis die
Summe zweier Funktionen, p u n k tweise defi niert.

D ie Kleenesche H ülle ist benannt nach Stephen C ole Kleene, einem P ionier der
M athematischen L ogik und T heoretischen Informatik, der in den 5 0 er Jahren
die Entwicklung der T heorie von Automaten und formalen Sprachen
entscheidend mitgeprägt hat.
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K leene’sc h e Hülle

Beispiel:

L = { 0 1 , 1 1 0 }

L∗ =
{

ε , 0 1 , 1 1 0 , 0 1 0 1 , 0 1 1 1 0 , 1 1 0 0 1 , 0 1 0 1 0 1 , 1 1 0 1 1 0 ,

0 1 0 1 1 1 0 , 0 1 1 1 0 0 1 , 1 1 0 0 1 0 1 , 0 1 0 1 0 1 0 1 , . . .
}

E ig ensc h a ften:

I

(

L∗
)∗

= L∗

I ∅∗ = {ε}

I {ε}∗ = {ε}

I L∗ ist u nendlic h , a u ß er in diesen 2 Fä llen

W eiterhin gilt L ⊆ L∗ und die M onotonie-Eigenschaft: wenn A ⊆ B ist, dann
auch A∗ ⊆ B∗. Zusammen mit der ersten Eigenschaft auf der Folie bedeutet
dies, dass die Kleenesche H ülle ein H ülloperator im mathematischen Sinne ist.
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R egul̈are Ausd rüc k e

R eg u lä re A u sdrü cke u nd ih re S pra c h en sind indu ktiv defi niert:

I K onsta nten ε u nd ∅ sind reg u lä re A u sdrü cke,

m it L(ε) = {ε} u nd L(∅) = ∅

I Fü r a ∈ Σ ist a ein reg u lä rer A u sdru ck,

m it L(a) = {a}

I S ind E , F reg u lä re A u sdrü cke, da nn a u c h (E + F ),

m it L(E + F ) = L(E ) ∪ L(F )

I S ind E , F reg u lä re A u sdrü cke, da nn a u c h (E · F ),

m it L(E · F ) = L(E ) · L(F )

I Ist E reg u lä rer A u sdru ck, da nn a u c h E∗,

m it L(E∗) = L(E )∗

R eguläre Ausdrücke sind T erme, die Sprachen, also M engen von W örtern
beschreiben, ähnlich wie in der M athematik beispielsweise P olynome
P unktmengen wie Kurven oder Flächen beschreiben.
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Abk ürzend e S c h reibw eisen

I Bei m eh reren + w erden K la m m ern w eg g ela ssen:

(a + b + c) sta tt ((a + b) + c)

I D er · w ird a u c h w eg g ela ssen:

rs sta tt r · s

I A u c h b ei · können K la m m ern w eg g ela ssen w erden:

(abc) sta tt ((ab)c)

I Mit V orra ng reg eln: ∗ vor · vor +

können K la m m ern eing espa rt w erden:

01 + 10
∗ sta tt ((01) + (1(0∗)))
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B eisp iele

I (0 + 1)∗01(0 + 1)∗

I

(

b + c + ab + ac + aab
)∗

I (b + c)∗a(a + b + c)∗a + (a + c)∗b(a + b + c)∗b

+ (a + b)∗c(a + b + c)∗c
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Ä q uiv a len z d er

A utom a ten m od elle

R eg ul̈a re A usd rüc k e
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Ausd ruc k sstärk e

W ir w erden im Folg enden zeig en:

T h eorem

Reg ul̈are Ausd rüc k e b e sc h re ib e n g e n au d ie Sprac h e n , d ie vo n D EA
(o d e r N EA, ε-N EA) e rk an n t werd e n .

D a z u zeig en w ir z w ei T eile:

L emma

Für je d e n re g ul̈are n Ausd ruc k R g ib t e s e in e n ε-N EA AR m it
L(AR) = L(R).

L emma

Für je d e n D EA A g ib t e s e in e n re g ul̈are n Ausd ruc k RA m it
L(RA) = L(A).

D ie Klasse der Sprachen, die durch reguläre Ausdrücke beschreibbar und durch
endiche Automaten erkennbar sind, nennt man die re g u l̈are n S p rac h e n .


