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P o ly n o m ielle R ed u k tio n

S eien A,B ⊆ Σ∗.

E ine p o ly no m ielle R eduk tio n v o n A auf B ist eine Funk tio n

f : Σ∗
→ Σ∗ die in p o ly no m ieller Z eit b erechenb ar ist,

m it der E ig enschaft:

w ∈ A ⇔ f (w) ∈ B für alle w ∈ Σ∗

No tatio n: A ≤P B falls es eine p o ly no m ielle R eduk tio n

v o n A auf B g ib t.

E ig enschaft:

I Ist B in P und A ≤P B , dann ist auch A in P.

I Ist B in NP und A ≤P B , dann ist auch A in NP.
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B eisp iel

T heo rem

Independent Set ≤P Vertex Cover

B ew eis: I ⊆ V ist unab häng ig g dw . V \ I ein V ertex C o v er ist.

A lso hat G eine unab häng ig e M eng e der G rö ß e k

g dw . G eine V ertex C o v er der G rö ß e |V | − k hat.

 (G , k) 7→ (G , |V | − k) ist p o ly no m ielle R eduk tio n

v o n Independent Set auf Vertex Cover.
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N P -v o llstä n d ig e P ro blem e

A ist NP-schw er, falls B ≤P A für alle B in NP ist.

A ist NP-v o llständig , falls A in NP und NP-schw er ist.

T heo rem

Ist A NP -v o llständ ig , u nd ist A in P , d ann ist P = NP .
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A u ssa g en lo g ik : S y n ta x

A ussag enlo g ische Fo rm eln üb er einer M eng e X v o n V ariab len

sind induk tiv defi niert:

I jede V ariab le x ∈ X ist eine Fo rm el

I ist F eine Fo rm el, dann auch ¬F

I sind F und G Fo rm eln, dann auch (F ∧ G )

I sind F und G Fo rm eln, dann auch (F ∨ G )
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A u ssa g en lo g ik : S em a n tik

Für eine B ew ertung α : X → {0, 1} der V ariab len X

w ird induk tiv der W ert α(F ) einer Fo rm el F defi niert:

I α(x) ist durch α g eg eb en

I α(¬F ) = 1 − α(F )

I α(F ∧ G ) = m in(α(F ), α(G ))

I α(F ∨ G ) = m ax (α(F ), α(G ))

Defi nitio n: α erfüllt F , w enn α(F ) = 1 ist.

M an schreib t dafür auch α |= F

F ist T auto lo g ie, w enn α |= F für alle α g ilt.

F ist erfüllb ar, w enn es eine B ew ertung α g ib t m it α |= F .
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D a s E rfü llba rk eitsp ro blem

Pro b lem SA T

Instanz : aussag enlo g ische Fo rm el F

Frag e: Ist F erfüllb ar ?

T heo rem

SAT ist NP -v o llstäng ig .

S tep hen A . C o o k hat den B eg riff der

NP-V o llständig k eit entdec k t, und S A T als

erstes NP-v o llständig es Pro b lem nachg ew iesen.
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N P -V ollstä n d ig k eit
v on S A T

W eitere

N P -v ollstä n d ig e
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N P -V o llstä n d ig k eit v o n S A T

S A T ist in NP: F erfüllb ar g dw ∃α : α |= F

α |= F k ann in Z eit O(|F |) g ep rüft w erden.

S A T ist NP-schw er: S ei A in NP, w ir w erden zeig en A ≤P S A T .

S ei M eine NT M , die A entscheidet, und p() Po lyno m m it:

für |w | = n hält jede B erechnung v o n M nach p(n) S chritten.

Ko nstruiere Fo rm el FM,w so dass FM,w erfüllb ar ist g dw .

eine B erechnung v o n M b ei E ing ab e w im E ndzustand hält.

FM,w w ird in Z eit O(p(|w |)2) aus w b erechnet.
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K o n stru k tio n d er F o rm el FM,w

S ei w = a1 . . .an und t := p(n).

B erechnung v o n M hat t + 1 Ko nfi g uratio nen

K0 , K1 , . . . , Kt .

J ede Ko nfi g uratio n Ki hat t + 1 S y m b o le

ai,0 , ai,1 , . . . , ai,t .

Für i , j ≤ t, q ∈ Q und b ∈ Γ g ib t es V ariab len

I xi,j,b m it der B edeutung ai,j = b

I xi,j,q m it der B edeutung ai,j = q
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K o n stru k tio n d er F o rm el FM,w

Die Fo rm el FM,w ist S ∧

t∧

i=1

Ni ∧ E , w o b ei

I S drüc k t aus, dass K0 richtig e S tartk o nfi g uratio n ist,

I E drüc k t aus, dass Kt im E ndzustand ist

I Ni drüc k t aus, dass Ki−1 `M Ki ,

o der Ki−1 ist H altek o nfi g uratio n und Ki−1 = Ki .

S ist x0,0,q0
∧ x0,1,a1

∧ . . . ∧ x0,n,an
∧ x0,n+1,� ∧ . . . ∧ x0,t,�

E ist
∨

q∈F

Eq w o b ei Eq = xt,0,q ∨ . . . ∨ xt,t,q
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K o n stru k tio n d er F o rm el Ni

Die Fo rm el Ni ist
∧

j≤t

(Ai,j ∨ Bi,j), w o b ei

I Ai,j drüc k t aus, w ie ai,j v o n ai−1,j−1ai−1,jai−1,j+1 ab häng t,

w o b ei eines dav o n der Z ustand in Ki−1 ist.

I Bi,j sag t: der Z ustand in Ki−1 ist so w eit v o n ai−1,j entfernt,

dass ai,j = ai .

Bi , j ist:
∨

a∈Γ

xi−1,j−1,a ∧

∨

a∈Γ

xi−1,j+1,a ∧

∨

a∈Γ

(xi−1,j,a ∧ xi,j,a)
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K o n stru k tio n d er F o rm el Ni

Ai,j ist eine Disjunk tio n v o n T eilfo rm eln, die jew eils ai,j

für eine Ko p fp o sitio n j − 1, j o der j + 1 in Ki−1

und einen Ü b erg ang v o n M b eschreib en.

Ist z .B . (p, b,R) ∈ δ(q, a), dann enthält Ai,j die T eilfo rm eln

xi−1,j−1,q ∧ xi−1,j,a ∧ xi,j−1,b ∧ xi,j,p ∧

∨

a∈Γ

(xi−1,j+1,a ∧ xi,j+1,a)

∨

a∈Γ

(xi−1,j−1,a ∧ xi,j−1,a) ∧ xi−1,j,q ∧ xi−1,j+1,a ∧ xi,j,b ∧ xi,j+1,p

Ist (p ′, b, L) ∈ δ(q, a), dann enthält A(i , j) auch die T eilfo rm el

∨

a∈Γ

(xi−1,j,a ∧ xi,j+1,a) ∧ xi−1,j+1,q ∧ xi−1,j+2,a ∧ xi,j,p ′ ∧ xi,j+2,b


