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Determinisierung

Ziel: fü r jed en N E A A g ib t es ein en ä q u iv a len ten D E A AD

Id ee:

I z u jed em Zeitp u n k t M en g e v o n m ö g lic h en Zu stä n d en S ⊆ Q

I |Q | en d lic h  en d lic h v iele T eilm en g en

I fü r S ⊆ Q u n d E in g a b e a ist d ie M en g e d er m ö g lic h en

F o lg ezu stä n d e ein d eu tig

 D E A AD , d essen Zu stä n d e T eilm en g en v o n Q sin d

Prinzipiell wäre es vorstellbar, dass der Nichtdeterminismus es erlaubt,

Sprachen zu erkennen, die ein deterministischer Automat nicht erkennen kann.

Wir werden nun zeigen, dass dies nicht so ist:

Zu jedem NFA gbt es einen DFA; der die gleiche Sprache erkennt. Die Idee der

Konstruktion ist oben skizziert und auf der nächsten Folie präzise ausgeführt.
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T eilmengenk o nstruk tio n

S ei AN = (QN , Σ, δN , q0, FN) ein N E A .

D efi n iere d a ra u s ein en D E A AD m it

I Zu stä n d en QD = 2QN .

I fü r S ∈ QD , a lso S ⊆ QN , u n d a ∈ Σ ist

δD(S , a) =
⋃

q∈S

δN(q, a)

I A n fa n g sz u sta n d ist {q0}

I E n d z u stä n d e in FD sin d M en g en S m it

S ∩ FN 6= ∅

Die Zustände von AD sind Teilmengen der Zustandsmenge von AN . Idee ist,

dass diese die möglichen Zustände darstellt, in denen sich AN zu einem

Zeitpunkt befi nden kann.

Zur Defi nition von δD : Argument ist ein Zustand von AD , also eine M enge S

von Zuständen von AN , und ein Symbol a. für jeden Zustand q ∈ S gibt

δN(q, a) eine M enge von möglichen Folgezuständen. Die M enge der möglichen

Folgezustände nach einem der Zustände in S ist also die V ereinigung der

δN(q, a) für q ∈ S . V ergleiche dies auch mit der Defi nition von δ̂ für NE A.

Der NE A AN akzeptiert ein Wort w , wenn sich unter den möglichen Zuständen

nach L esen von w ein E ndzustand aus F befi ndet, daher sind die E ndzustände

von AD diejenigen M engen, die mindestens einen E ndzustand enthalten.

V ergleiche auch hierzu die Akzeptanzbedingung des NE A.
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B ew eis d er Ä q uiv a lenz

T h eo rem

Sei AN = (QN , Σ, δN , q0, FN) e in N E A,

und AD = (QD , Σ, δD , {q0}, FD) d e r m it d e r

T e ilm eng enk o nstruk tio n g ewo nnene DE A.

Dann ist L(AD) = L(AN).

L emma

Seien AN und AD wie o b en. E s g ilt für alle w ∈ Σ∗:

δ̂D( {q0} , w ) = δ̂N( q0 , w )

B eweis des T heorems:

w ∈ L(AN) gdw. δ̂N(q0, w) ∩ FN 6= ∅ Akzeptanzbedingung von AN

gdw. δ̂D({q0}, w) ∩ FN 6= ∅ nach dem L emma

gdw. δ̂D({q0}, w) ∈ FD Defi nition von FD

gdw. w ∈ L(AD) Akzeptanzbedingung von AD

B eweis des L emmas durch Induktion nach |w |:

Induktionsanfang: für w = ε ist laut Defi nition der Funktionen δ̂:

δ̂D( {q0} , ε ) = {q0} = δ̂N( q0 , ε )

Induktionsschritt: für w = va gilt

δ̂D( {q0} , va ) = δD( δ̂D({q0}, v) , a ) nach Defi nition von δ̂D

= δD( δ̂N(q0, v) , a ) nach Induktionshypothese

=
[

q∈δ̂N (q0,v)

δN(q, a) nach Defi nition von δD

= δ̂N( q0 , va ) nach Defi nition von δ̂N
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B eisp iel

0 1

→ q0 {q0, q1} {q0}

q1 ∅ {q2}

∗ q2 ∅ ∅

0 1
0,1

0 1

∅ ∅ ∅
→ {q0} {q0, q1} {q0}

{q1} ∅ {q2}

∗ {q2} ∅ ∅
{q0, q1} {q0, q1} {q0, q2}

∗ {q0, q2} {q0, q1} {q0}

∗ {q1, q2} ∅ {q2}

∗ {q0, q1, q2} {q0, q1} {q0, q2}

Der DE A in der unteren T abelle entseht durch die T eilmengenkonstruktion wie

in der Defi nition aus dem NE A oben. Für jede der 8 T eilmengen der

Zustandsmenge gibt es eine Zeile, also einen Zustand im DE A.
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P um p in g L em m a

E rreic h b a rk eit

A u to m a t D h a t |QD | = 2|QN | Zu stä n d e.

A b er: B ra u c h en n u r erreic h b a re Zu stä n d e:

0 1

∅ ∅ ∅
→ {q0} {q0, q1} {q0}

{q1} ∅ {q2}

∗ {q2} ∅ ∅
{q0, q1} {q0, q1} {q0, q2}

∗ {q0, q2} {q0, q1} {q0}

∗ {q1, q2} ∅ {q2}

∗ {q0, q1, q2} {q0, q1} {q0, q2}

 Ä q u iv a len ter D E A :
1

0

01

0

1

B ei der Anwendung der T eilmengenkonstruktion wird üblicherweise gleich nur

der erreichbare T eil konstruiert. M an beginnt mit dem Anfangszustand {q0},

bildet die Ü bergänge dazu, trägt dann die auftetenden Zustandsmengen in die

T abelle ein, und fährt so fort, bis keine neuen M engen mehr auftreten. B eispiele

dazu gibt es in den Ü bungen.

Das B eispiel zeigt, dass in manchen Fällen der erreichbare T eil deutlich weniger

als 2|Q| M engen enthält. Das B eispiel auf der nächsten Folie zeigt, dass es

jedoch Sprachen gibt, für die jeder DE A exponentiell grösser sein muss als ein

NE A.
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ε-Ü b erg ä n g e
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E x p o nentieller B lo w -up

S ei Ln :=
{
w ; w = u1v m it |v | = n − 1

}
.

Ln w ird erk a n n t d u rc h N E A An m it n + 1 Zu stä n d en :

0,1
1 0,1 0,1 0,10,1...

T h eo rem

J e d e r DE A, d e r Ln e rk ennt, h at m ind e stens 2n Z uständ e .

Die Sprache Ln enthält genau die Wörter, bei denen an der n-ten Stelle von

hinten eine 1 steht. O ff ensichtlich akzeptiert der NE A An diese Sprache.

Der informelle G rund, warum ein DE A für die Sprache Ln groß sein muss, ist

dass er sich immer die letzten n Symbole merken muss. Dies wird formalisiert

in dem folgenden B eweis:

B eweis des T heorems:

Sei A = (Q, {0, 1}, δ, q0, F ) ein DE A mit L(A) = Ln.

Die Annahme |Q | < 2n wird zum Widerspruch führen, also ist |Q | ≥ 2n.

Defi niere für jedes w ∈ {0, 1}n den Zustand qw = δ̂(q0, w).

Ist |Q | < 2n, so gibt es verschiedene v , w ∈ {0, 1}n mit qv = qw .

Da v 6= w , müssen sie sich einer Stelle i ≤ n unterscheiden. O bdA sei das i-te

Symbol in v eine 0 und das i-te Symbol in w eine 1.

Dann ist aber v0i−1 /∈ Ln und w0(i−1) ∈ Ln. Andererseits ist aber

δ̂(q0, v0
i−1

) = δ̂(qv , 0
i−1

) = δ̂(qw , 0
i−1

) = δ̂(q0, w0
i−1

)

da qv = qw ist. Also sind v0i−1 und w0(i−1) entweder beide in L(A), oder

keines von beiden, im Widerspruch zu L(A) = Ln.
?
=


