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Simulation einer TM durch WHILE-Programm

Konfiguration einer Turing-Maschine wird in 3 Registern
gespeichert:

I Register 1: B andinhalt

S ei d := |Γ |. C odiere Γ als {0, 1, . . . , d − 1} m it � = 0.

D ann ist x1 = (a1a2...an)d wenn B andinhalt a1a2 . . . an ist.

I Register 2 : Kopfposition

x2 = i , wenn der Kopf auf dem i-ten S y m b ol von rechts an−i

steht.

I Register 3: Z ustand

x3 = q ∈ Q wob ei Q = {0, 1, . . . , |Q | − 1}.

Der Bandinhalt wird in Register 1 als Zahl gespeichert, wobei diese in der Basis
d aufgefasst wird und Bandsymbole als Ziffern 0, . . . , d − 1 gelesen werden. Die
0 repräsentiert das Leerzeichen, dadurch wird die Erweiterung und Verkürzung
(Sonderfälle der Übergangsrelation `M) am linken Rand besonders einfach, weil
implizit beliebig viele führende Nullen vorhanden sind. Zur Behandlung der
Sonderfälle am rechten Rand siehe die Übung H-15.

Die Angabe der Kopfposition als Offset vom rechten Rand ist sinnvoll, da
dadurch der Zugriff auf das Symbol unter dem Kopf erleichtert wird.
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Simulation einer TM durch WHILE-Programm

P rogram m v erwendet ein zusätz liches A k tiv -Flag in R4:

x4 := 1 ;
while x4 > 0 do

x4 := 0 ;
x5 := bx1/d

x2c m od d ;

if x3 = q & & x5 = a then

x3 := p ;
x1 := x1 + (b − a)dx2 ;
x2 := x2 + 1 ;
x4 := 1

end

für Ü b ergang

δ(q, a) = (p, b, L)

end

Das P rogramm hat ein C odesegment wie oben zwischen if x3 = q ... end für
jeden Eintrag in der Übergangstabelle der M aschine, plus zusätzliche für die
Behandlung der Sonderfälle an den Rändern.

In jedem P rogrammstück werden Zustand und gelesenes Symbol abgefragt, und
im passenden F all die Konfi guration aktualisiert, indem der Zustand in x3

aktualisiert, in x1 die x2-te Ziffer a von rechts durch b ersetzt wird, die
Kopfposition x2 aktualisiert wird (ausser bei den Sonderfällen am rechten Rand
– siehe H-15), und das Aktiv-fl ag x4 gesetzt wird.

W enn die M aschine hält, gibt es keinen passenden Übergang, das Aktiv-fl ag
bleibt bei 0 und die Simulation bricht ab.
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G O TO -Programm auf Turing-Maschine

S im ulation eines G O TO -P rogram m s

M1 : A1 ; M2 : A2 ; . . . ; Mn : An

C odierung der b enutzen Register R1, . . . ,Rk auf B and:

1x1#1x2# . . .#1xk

Für jeden B efehl Mi : Ai eine G ruppe von Z uständen

qi,1 , qi,2 , . . . , qi,mi

Inv ariante: V or B eginn der A usführung des B efehls Ai

im Z ustand qi,1 steht der Kopf ganz link s.

J edes P rogramm verwendet nur endlich viele Register R1, . . . Rk , diese werden
alle (auch die anfänglich leeren) auf dem Band gespeichert.

Die Übergänge für die Zustände qi,1, . . . , qi,mi
simulieren die Ausführung des

Befehls Ai .
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G O TO -Programm auf Turing-Maschine

S im ulation des B efehls Mi : xj := xj − 1

I Finde Register j :

B ewege Kopf nach rechts, b is j − 1 m al # gesehen.

I D ek rem ent:

Kopf nach rechts b is zur letzten 1 (vor # oder �)

V erschieb e B andinhalt rechts davon 1 Z elle nach link s.

I B ewege Kopf zurück ans link e E nde, gehe in qi+1,1

S im ulation von Mi : xj := xj + 1 geht analog.

Für b edingten S prung Mi : if xj = 0 goto Mk

I Finde Register j

I Falls # oder � gelesen (xj = 0):

b ewege Kopf nach link s zurück , gehe in qk,1

sonst b ewege Kopf nach link s zurück , gehe in qi+1,1

W ir haben keine Simuation der elementaren Anweisungen xi := 0
(Initialisierung) und xi := xj (Kopieren) sowie von unbedingten
Sprünganweisungen angegeben.

Diese sind aber eigentlich redundant in G OT O-P rogrammen: ein Register kann
auf 0 gesetzt werden, indem es dekrementiert wird bis 0 erreicht ist. G enauso
kann durch iteriertes Inkrementieren ein Register kopiert werden. Ein
unbedingter Sprung kann durch einenbedingten Sprung ersetzt werden, der ein
Register abfragt, dass stets den W ert 0 hat.
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C hurchsche These

Theorem

Die T u rin g -berec h en baren Fu n ktio n en sin d g en au die W HILE -

bzw. G O T O -berec h en baren Fu n ktio n en .

A uch: C hurch-Turing-These

D ie Turing- (oder W H IL E -, G O TO -)
b erechenb aren Funk tionen erfassen
genau den intuitiv en B egriff
v on B erechenb ark eit.

Die Äq uivalenz der verschiedenen M aschinenmodelle - sowie zahlreicher
weiterer M odelle, die z.T . von sehr verschiedener Natur sind, z.B.
Lambda-Kalkül, rekursive F unktionen - führt zu der Annahme, dass diese
M odelle den intuitiven Begriff von algorithmischer Berechenbarkeit tatsächlich
genau erfassen, der sog. C hurchschen T hese.

W egen der C hurchschen T hese werden wir im F olgenden von jedem irgendwie
spezifi zierten Algorithmus annehmen, dass er als T uring-M aschine
implementiert werden kann. In jedem konkreten F all wäre die Konstruktion
einer entsprechenden M aschine aufwändig, aber nicht wirklich schwierig.

Das Bild zeigt Alonzo C hurch, den Doktorvater von Alan T uring (und von dem
im T eil I erwähnten Stephen Kleene). C hurch hat u.a. den Lambda-Kalkül
eingeführt, ein weiteres zur T uring- und Registermaschine äq uivalentes
Berechnungsmodell. Dieser bildet die mathematische G rundlage funktionaler
P rogrammiersprachen wie LISP und M L, und ist Ihnen vermutlich aus der
Vorlesung P ro g rammieru n g u n d MO delieru n g bekannt.
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C odierung von Turing-Maschinen

Konventionen für alle D TM:

I Σ = {0, 1}

I Q = {q1, q2, . . . , qk } für ein k

I A nfangszustand ist q1, E ndzustände F = {q2}

I Γ = {a1, a2, . . . , am} für ein m

I a1 = 0, a2 = 1 und a3 = �

I D1 := L und D2 := R
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C odierung von Turing-Maschinen

J eder Ü b ergang δ(qi , aj) = (qk , a`,Dm) wird codiert

durch den S tring

0i 1 0j 1 0k 1 0` 1 0m.

S ind C1 , C2 , . . . , Cn die C odes der Ü b ergänge von M,

dann ist der C ode für M der S tring

C1 11 C211 . . . 11 Cn

Ist e ∈ Σ∗, so b ezeichnet Me die D TM, deren C ode e ist.

Die Konvention, dass jede DT M nur einen Endzustand hat, ist keine echte
Einschränkung: jede DT M kann leicht so modifi ziert werden, dass sie diese
Bedingung erfüllt, ohne dass sich an ihrem Verhalten sonst etwas ändert.

Ist ein W ort e nicht von der F orm, die durch C odierung einer DT M entsteht,
z.B. wenn es drei oder mehr 1 hintereinander enthält, defi nieren wir Me als eine
beliebige, aber fest gewählte T uring-M aschine, z.B. die triviale M aschine, die
nur einen Zustand und eine nirgends defi nierte Übergangsfunktion hat.
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U niv erselle Turing-Maschine

E s gib t eine univ erselle Turing-Maschine U m it:

I U hält b ei E ingab e (e,w) genau dann, wenn
Me b ei E ingab e w hält.

I U erreicht b ei (e,w) den E ndzustand, genau dann, wenn
Me b ei w den E ndzustand erreicht.

I U b erechnet b ei (e,w) die selb e A usgab e wie Me b ei w .

( D as P aar (e,w) wird codiert durch e 111 w )

Die universelle M aschine ist für den Informatiker etwas ganz natürliches,
nämlich ein In terp reter für T uring-M aschinen, geschrieben als T uring-M aschine,
so wie es Interpreter für P rogrammersprachen gibt, die in der jeweiligen
Sprache selbst geschrieben sind.



Theorie für MI

R eg isterm a schin en

Turin g -Ma schin en

U n en tscheid b a rk eit

C od ierun g v on
Turin g -Ma schin en

D a s H a ltep rob lem

R ed uk tion

U nentscheidb are Prob leme

A us Kardinalitätsgründen gib t es unentscheidb are S prachen:

I es gib t nur ab z ählb ar v iele Turing-Maschinen,

I ab er es gib t üb erab z ählb ar v iele S prachen L ⊆ {0, 1}∗.

Im Folgenden: eine konk rete S prache, die unentscheidb ar ist.

Zur Erinnerung: eine unendliche M enge M ist abzählbar, wenn sie gleichmächtig
mit N ist, d.h. wenn es eine bijektive Abbildung von N auf M gibt. In diesem
F all lassen sich die Elemente von M aufzählen als M = {m0, m1, m2, . . .}

Da {0, 1}∗ gleichmächtig mit N ist (eine Bijektion ist z.B. die dyadisc h e

C o dieru n g ), und sich DT M in W örter über {0, 1} codieren lassen, gibt es also
nur abzählbar viele DT M .

Sprachen dagegen sind wegen der Bijektion in 1-1-Korrespondenz mit M engen
von natürlichen Zahlen, von denen es überabzählbar viele gibt. Hier zur
Erinnerung und wegen der Analogie zum F olgenden der Beweis mittels der
Diagonalisierungsmethode von C antor:

Angenommen, es gäbe nur abzählbar viele T eilmengen von N, aufgezählt als
N0, N1, N2, . . ..
Dann defi niere die M enge D := { i ∈ N ; i /∈ Ni }. Die M enge D müsste in der
Aufzählung vorkommen, also D = Nd für ein d ∈ N. Dann ist aber

d ∈ D gdw. d /∈ Nd gdw. d /∈ D

ein W iderspruch! Also ist die Annahme falsch, und es gibt mehr als abzählbar

viele T eilmengen von N.



Theorie für MI

R eg isterm a schin en

Turin g -Ma schin en

U n en tscheid b a rk eit

C od ierun g v on
Turin g -Ma schin en

D a s H a ltep rob lem

R ed uk tion

D as Haltep rob lem

D as H alteprob lem ist die S prache

H :=
{

(e,w) ; Me hält b ei E ingab e w
}

Theorem

Das Haltepro blem H ist u n en tsc h eidbar.

Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems hat eigentlich nichts mit
T uring-M aschinen zu tun, sie lässt sich nur so am einfachsten formulieren und
beweisen. Die selbe Aussage gilt aber - mit im wesentlicheb dem selben Beweis
- auch für jeden anderen Berechnungsformalismus, also auch für jede
P rogrammiersprache.
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B ew eis der U nentscheidb ark eit von H

A ngenom m en, MH sei eine D TM, die H entscheidet.

Konstruiere eine neue D TM D wie folgt:

B ei E ingab e w schreib e (w ,w) auf B and; lasse MH laufen.

E ndet MH im E ndzustand, starte E ndlosschleife.

A ndernfalls halte im E ndzustand.

S ei d C ode dieser Maschine, also D = Md . D ann gilt:

D hält b ei E ingab e d

↔ Md hält b ei E ingab e d

↔ (d , d) ∈ H

↔ MH erreicht E ndzustand b ei E ingab e (d , d)

↔ D hält nicht b ei E ingab e d

W iderspruch! A lso kann es MH nicht geb en.

Beachten sie die strukturelle Ähnlichkeit mit dem Diagonalisierungsbeweis für
die Überabzählbarkeit der P otenzmenge von N.

Die M aschine D betrachtet die Eingabe w as C ode einer T uring-M aschine, und
fragt (mittels der angenommenen M aschine für H), ob diese bei ihrem eigene
C ode als Eingabe hält – und verhält sich dann genau umgekehrt: wenn Mw bei
Einhabe w hält, dann betritt sie eine Endlosschleife, hält also gerade nicht,
andernfalls hält sie.

Der W iderspruch entsteht dann, wenn wir fragen, ob diese M aschine D ihren
eigenen C ode akzeptiert.


