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B erec h en b a re F u n k tio n en

E ine (p artielle) F u nk tio n f : N
k

→ N ist b erechenb ar, w enn es
einen A lgo rithmu s gib t, d er

I b ei E ingab e v o n (n1, . . . , nk) genau d ann terminiert, w enn
f (n1, . . . nk) d efi niert ist,

I u nd d ann d en W ert f (n1, . . . nk) au sgib t.

Thema dieses zweiten Teils ist die Frage nach den prinzipiellehn Grenzen

dessen, mit Computern möglich ist.

Positive Aussagen können dabei informell – durch Angabe eines Algorithmus –

belegt werden. Um aber zu zeigen, dass ein gewisses Problem grundsätzlich

nicht lösbar ist, braucht es ein formales Modell, über das Aussagen mit

mathematischen Methoden bewiesen werden können. Wir werden zwei

verschiedene Maschinenmodelle kennenlernen, Registermaschinen und

Turing-Maschinen, und dann zeigen dass diese äquivalent sind.

Die Beschränkung auf natürliche Zahlen als Bereich ist eigentlich keine, da alle

im Computer verarbeitetet Objekte als Bitstrings, und somit als natürliche

Zahlen, codiert werden können.

Beispiele berechenbarer Funktionen sind die nirgends definierte Funktion, sowie

die Funktion f mit f (n) =

{

0 falls die Goldbach-Vermutung wahr ist,

1 sonst.

Dieses Beispiel zeigt, dass nur die Existenz eines Algorithmus gefordert ist. Für

die obige Funktioniert existiert ein Algorithmus, sie ist entweder die Konstante

0 oder die Konstante 1, auch wenn niemand weiß, welcher von beiden

Algorithmen es ist. ch Dieses Beispiel it künstlich, aber es gibt im Bereich der

Graphentheorie natürliche Probleme, für die bekannt ist, dass es einen

Algorithmus geben muss, obwohl keiner bekannt ist. Dies folgt aus dem sog.

Minorensatz für Graphen.
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D ie R eg isterm a sc h in e

E ine Registermaschine hat u nend lich v iele Register R1, R2, . . . ,
d ie jew eils eine Z ahl n ∈ N enthalten k ö nnen.

Inhalt d es Registers Ri w ird ü b er V ariab le xi referenz iert.

D ie elementaren A nw eisu ngen sind :

I Initialisieru ng: xi := 0

I K o p ieren: xi := xj

I Ink rement: xi := xi + 1

I D ek rement: xi := xi − 1

Die Abstraktion von einem realen Computer ist einerseits, dass in einer

S peicherzelle eine nbeiebig groe Zahl gespeichert werden kann, andererseits

dass es unendlich viele S peicherzellen gibt. Allerdings verwendet jedes konkrete

Programm natürlich nur endlich viele R egister.

Wir werden zwei Arten von Programmen, mit denen die R egistermaschine

programmiert werden kann, definieren, die WH IL E-Programme und die

GOTO-Programme.
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W H IL E -P ro g ra m m e

I J ed e elementare A nw eisu ng ist ein W H IL E -P ro gramm

I S ind P u nd Q W H IL E -P ro gramme, d ann au ch P ; Q

I Ist P ein W H IL E -P ro gramm, d ann au ch

while xi > 0 do P end

f : N
k

→ N ist W H IL E -b erechenb ar, w enn f d u rch ein
W H IL E -P ro gramm b erechnet w ird , mit:

I am B eginn sind E ingab en n1, . . . , nk in R1, . . . , Rk ,
alle and eren Register hab en W ert 0.

I w enn d as P ro gramm hält, w ird d ie A u sgab e au s R1 gelesen.

Die S emantik von WH IL E-Programmen ist off ensichtlich und wird hier nicht

formal definiert werden. S ie assen sich z.B. als ein Fragment einer höheren

Programmiersprache wie C oder J ava verstehen.
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E in ig e B eisp ielp ro g ra m m e

A d d itio n:

while x2 > 0 do

x1 := x1 + 1 ;
x2 := x2 − 1

end

M u ltip lik atio n:

while x2 > 0 do

x3 := x3 + x1 ;
x2 := x2 − 1

end;
x1 := x3 ;

P arität:

x2 := x1 − 1;
while x2 > 0 do

x1 := x1 − 2 ;
x2 := x2 − 2

end

D iv isio n d u rch 2n:

while x2 > 0 do

x1 := x1 − 1 ;
x3 := 0 ;
while x1 > 0 d o

x1 := x1 − 2 ;
x3 := x3 + 1

end;
x1 := x3 ;
x2 := x2 − 1

end

Mittels der Division durch Zweierpotenzen und der Paritätsfunktion hat man

Zugriff auf jedes Bit in der Binärdarstellung einer Zahl und kann diese somit as

Bitstring verstehen. Dies macht plausibel, dass auch gänzlich andere als

arithmetische Operationen mit WH IL E-Programmen programmiert werden

könnten.
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F a llu n tersc h eid u n g

D ie F allu nterscheid u ng:

if xi = 0 then P end

k ann p ro grammiert w erd en als:

z := xi ; y := 1 ;
while z > 0 do y := 0 ; z := 0 end;
while y > 0 do P ; y := 0 end

Ä hnlich p ro grammiert man V erzw eigu ngen mit:

I A lternativ en: if xi = 0 then P else Q end

I k o mp lex eren B ed ingu ngen: if xi = n then P end

H ierbei sollen y und z irgendwelche Variablen xk bezeichnen, die in dem

Programm sonst nicht verwendet werden.



Theorie für MI

R eg isterm a schin en

W H IL E -P rog ra m m e

G O TO -P rog ra m m e
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G O TO -P ro g ra m m e

E in G O T O -P ro gramm ist eine F o lge v o n P aaren

M1 : A1 ; M2 : A2 ; . . . ; Mn : An

au s M ark en Mi u nd A nw eisu ngen Ai .

J ed e A nw eisu ng Ai ist eine d er fo lgend en:

I eine elementare A nw eisu ng

I ein u nb ed inger S p ru ng: goto Mk

I ein b ed ingter S p ru ng: if xj = 0 goto Mk

I S to p p -A nw eisu ng: halt

G O T O -b erechenb are F u nk tio nen sind analo g zu
W H IL E -b erechenb aren d efi niert.

Auch bei den GOTO-Programmen sollte die S emantik klar sein:

Es wird mit dem ersten Befehl A1 begonnen.

Ist der Befehl Ai keine S prunganweisung, oder ein bedingter S prung, bei dem

die Bedingung falsch ist, dann wird mit dem nächsten Befehl Ai+1

weitergemacht. Andernfalls wird bei Ak weitergemacht, wenn der S prung zur

Marke Mk geht.

Wir gehen davon aus, dass das Programm immer mit einer halt-Anweisung

endet.



Theorie für MI

R eg isterm a schin en

W H IL E -P rog ra m m e

G O TO -P rog ra m m e
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S im u la tio n v o n W H IL E - d u rc h
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E ine S chleife: while xi > 0 do P end; . . .

w ird simu liert d u rch:

M1: if xi = 0 goto M2

P

goto M1

M2: . . .

Th eo rem

J e d e W H IL E -b e rech enb a re F u nktio n ist a u ch G O T O -b e rech enb a r.

Dies ist nichts anderes als die übliche Implementierung einer WH IL E-S chleife

durch bedingte S prünge, wie sie auch bei der Übersetzung von höheren

Programmiersprachen in Maschinencode verwendet wird.
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S imu latio n v o n M1 : A1 ; M2 : A2 ; . . . ; Mn : An

c := 1
while c > 0 do

if c = 1 then A ′

1 end;
if c = 2 then A ′

2 end;
. . .

if c = n then A ′

n end

end

D ab ei ist A ′

i d efi niert d u rch:

Ai A ′

i

elementar Ai ; c := c + 1
goto Mk c := k

if xj = 0 goto Mk if xj = 0 then c := k else c := c + 1
halt c := 0

Variable c, der P ro grammzähler, ist wiederum eine Variable, die im Programm

ansonsten nicht vorkommt.

In dem Programmsegment A ′

i wird ggf. der Ai entsprechende Befehl ausgeführt

und der Programmzähler c aktualisiert, wie in der Tabelle spezifiziert.
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K leen esc h e N o rm a lfo rm

Th eo rem

J e d e W H IL E -b e rech enb a re F u nktio n ist a u ch G O T O -b e rech enb a r.

E ine while-S chleife ist u nw esentlich, w enn S ie in d er D efi nitio n
einer V erzw eigu ng if-then-else v o rk o mmt.

K o ro lla r (K leen esc h e N o rm a lfo rm )

J ed e W H IL E -b erechenb are F u nk tio n kann d u rch ein
W H IL E -P ro gramm b erechnet w erd en, d as nu r eine w esentliche
while-S chleife enthält.

Der Begriff einer unwesentlichen WH IL E-schleife könnte auch folgendermaßen

präzisiert und syntaktischer gemacht werden: die Variable in der

S chleifenbedingung wird am Ende des S cheifenrumpfes auf 0 gesetzt.

Dies ist bei unserer Implementierung des if der Fall. Es gilt dann, dass der

S cheifenrumpf höchstens einmal durchaufen wird.

Eine weitere Folgerung aus der S imulation von GOTO- durch

WH IL E-Programme ist programmiertechnisch: sie zeigt, dass

goto-Anweisungen redundant sind und alles, was überhaupt programmiert

werden kann, auch strukturiert programmiert werden kann.


